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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Первая модель вековых возмущений планет$
ных орбит была построена Лагранжем, ориги$
нальный подход автора воспроизведен в пятом
томе собрания сочинений (Lagrange, 1870). В раз$
ложении возмущающей функции задачи присут$
ствует лишь вековая часть, в которой отброшены
все слагаемые, пропорциональные эксцентриси$
тетам и углам наклонений небесных тел, возве$
денным в третью и более высокие степени. Боль$
шие полуоси орбит являются постоянными вели$
чинами. В середине двадцатого века такой подход
был дополнен решением (Brouwer, van Woerkom,
1950), учитывающим соизмеримость средних
движений Юпитера и Сатурна. Анолик и др. в ра$
боте (1969) применили метод канонических пре$
образований и существенно улучшили этот ре$
зультат: эмпирические соотношения были заме$
нены аналитически обоснованными формулами.
Выводы, сделанные Лагранжем, получили под$
тверждение: эксцентриситеты и углы наклонений
планетных орбит изменяются периодическим об$
разом и остаются малыми на любых интервалах
времени. В статье (Cohen и др., 1973) модель
Brouwer и Woerkom была представлена в графиче$
ском виде на интервале 10 млн. лет.

В статье (Laskar, 1990) были представлены ре$
зультаты исследований вековой эволюции орби$

тальных элементов больших планет, исключая
Плутон, на больших интервалах времени. В раз$
ложении исходной пертурбационной функции
были оставлены члены, содержащие эксцентри$
ситеты и синусы половинных углов наклонений
до пятой степени включительно. Для получения
системы дифференциальных уравнений, описы$
вающих эволюцию элементов планетных орбит,
из возмущающей функции были исключены сла$
гаемые, зависящие от средних аномалий орбит. В
результате этой операции большие полуоси пла$
нетных орбит получили фиксированные значе$
ния. Система осредненных уравнений интегри$
ровалась численным образом на интервалах вре$
мени, составляющих несколько миллиардов лет.
Особенность метода исследований состояла в вы$
полнении большого числа однотипных расчетов.
Очередной вариант отличался от предыдущего
малыми случайными поправками в начальные
условия – числовые значения элементов планет$
ных орбит. Результаты численных экспериментов
вступают в противоречие с выводами классиче$
ской модели вековых возмущений. На интервалах
времени более 5 млн. лет эксцентриситет орбиты
Меркурия неустойчив по отношению к началь$
ным данным (Laskar, 1997). На рубеже 3 миллиар$
дов лет эксцентриситет орбиты Меркурия может
стать больше 0.5. Laskar (1994) подчеркивает, что
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вероятность развития событий по такому сцена$
рию достаточно велика.

Кузнецов и Холшевников (2004) получили га$
мильтониан двупланетной задачи с точностью до
второго порядка малости относительно малого
параметра, отношения массы Юпитера к массе
Солнца. Гамильтониан содержит члены, пропор$
циональные эксцентриситетам и синусам поло$
винных углов наклонений, возведенных в степе$
ни, от первой до шестой. Модель была использо$
вана для исследования эволюции системы
Солнце–Юпитер–Сатурн (Кузнецов, Холшевни$
ков, 2006). Было получено численное решение
осредненной задачи на промежутке времени, рав$
ном десяти миллиардам лет. Основной вывод: в
рассматриваемой модели эксцентриситеты и уг$
лы наклонений орбит планет сохраняют малые
значения и не испытывают резких изменений.

В цитированных работах численным методом
исследовалась эволюционная система дифферен$
циальных уравнений. Преимущества такого под$
хода для решения ряда задач подчеркивает Лидов
в обзорном докладе (1978). Правые части осред$
ненных уравнений движения не содержат быст$
рых переменных. Численное интегрирование та$
ких дифференциальных уравнений выполняют с
большим шагом, порядка сотен лет. Вашковьяк
(2005), Вашковьяк и Тесленко (2008а, 2008б) при$
менили этот метод для исследования эволюции
орбит далеких спутников планет.

Модель движения развивалась и в других на$
правлениях: с одной стороны, проводилось чис$
ленное интегрирование исходных уравнений
движения небесных тел в прямоугольных коорди$
натах, и, с другой стороны, были построены ана$
литические теории движения планет.

Современные численные модели движения
небесных тел Солнечной системы были представ$
лены в отчете Standish и др. (1998) и в статье Пи$
тьевой (2005). Начальные параметры моделей по$
лучены на основе наблюдений. Важнейшим
практическим результатом стало создание чис$
ленных эфемерид в электронном виде. Наборы
данных удобны в применении и доступны поль$
зователям Интернета. На интервалах времени от
100 до 6000 лет эти модели являются эталоном для
сравнения с результатами других исследований.

Следует отметить статью (Quinn и др., 1991) и
публикацию (Мельников, Смульский, 2004). В
этих работах выполнено численное интегрирова$
ние уравнений движения планет Солнечной си$
стемы на промежутке времени несколько млн.
лет. Основное внимание Мельников и Смульский
(2004) сосредоточили на анализе эволюции орби$
тальных элементов Земли, а Quinn и др. (1991)
изучают прецессию оси вращения Земли.

Ипатов (2000) применил специальный сим$
плектический интегратор для численного инте$

грирования в прямоугольных координатах урав$
нений движения больших планет Солнечной си$
стемы на интервале 20 млн. лет и представил
результаты расчетов в графическом виде.

Подробный обзор как методов построения мо$
делей движения планет Солнечной системы, так
и результатов расчетов, дан в статье (Холшевни$
ков, Кузнецов, 2007).

В работах (Laskar, 1990) и (Кузнецов, Холшев$
ников, 2004) разложение возмущающей функции
было выполнено на компьютере с помощью спе$
циальных процессоров для перевода математиче$
ских формул в вычислительный код.

В статье (Герасимов и др., 2000) было найдено
другое решение вычислительных проблем. В ка$
честве основы представления возмущающей
функции предложено использовать элементарное
слагаемое, для которого определены алгоритмы
сложения, умножения, интегрирования и диффе$
ренцирования. Показано, что в результате приме$
нения этих операций внешний вид элементарно$
го слагаемого не меняется. Показано также, что
для каждой планеты возмущающая функция,
обусловленная действием остальных планет,
функция преобразования для вычисления корот$
копериодических неравенств и осредненный га$
мильтониан являются суммой элементарных сла$
гаемых. В предлагаемом исследовании на основе
подхода, предложенного в работе (Герасимов
и др., 2000), решены следующие задачи:

1. Получено разложение обратного расстояния
между планетами в буквенном виде как функция
кеплеровских элементов орбит.

2. Для каждой планеты получены осреднен$
ный гамильтониан и функция преобразования
для определения короткопериодических нера$
венств.

3. Выполнено численное интегрирование си$
стемы 48 осредненных дифференциальных урав$
нений первого порядка на большом интервале
времени.

4. Исходные тексты вычислительных процедур,
выполняемые модули программ, текстовые наборы
данных и результаты вычислений в графическом
виде представлены на Интернет$ресурсе.

Таблица 1 содержит сведения о величине шага
численного интегрирования, использованного в
цитированных исследованиях и в данной работе.

ОБРАТНОЕ РАССТОЯНИЕ

Одно из отличий метода построения модели
движения планет Солнечной системы, предло$
женного в работе (Герасимов и др., 2000), заклю$
чается в способе представления обратного рас$
стояния между планетами. Последовательность
математических операций, необходимых для со$
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ставления вычислительных процедур, дана в этом
разделе.

Пусть x, y, z и x', y', z' – гелиоцентрические эк$
липтические положения двух планет, r =

 и  – гелиоцен$
трические расстояния, причем  а Δ =

 – расстояние между
планетами.

Обратное расстояние можно записать в виде
суммы (Брумберг, 1980)

(1)

где  – полином Лежандра порядка n. Верхний
предел суммы, равный бесконечности, следует за$
менить конечным числом J. Способ выбора J обос$
нован в статье (Герасимов и др., 2000). С большим
запасом по точности можно положить J = 27.

Условие r < r' является обязательным для раз$
ложения обратного расстояния. В случае r' < r в
формуле (1) надо поменять местами величины со
штрихом и величины без штриха.

Кеплеровские элементы орбиты: большая по$
луось a, эксцентриситет e, угол наклонения i,
средняя аномалия l – относятся к первой планете,
штрих отличает аналогичные параметры для вто$
рой планеты, более удаленной от центрального те$
ла. При разложении обратного расстояния вместо
долготы восходящего узла Ω и аргумента периге$
лия ω будут использованы угловые переменные h и

g, смещенные на четверть круга 

 а синус угла наклонения будет обозна$
чен  Величины e и s, характеризующие
орбиту каждой из планет, будем считать малыми
параметрами. Разложение обратного расстояния
будет получено с точностью до десятой степени
относительно этих величин.
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Рассмотрим элементарное слагаемое, в кото$
ром через A обозначено числовое значение ам$
плитуды, показатели степени  и индексы

 могут принимать целые положительные и
отрицательные значения и нуль:

(2)

Условие, ограничивающее точность вычислений
относительно малых величин целым положитель$
ным числом I, принимает вид

Следуя работе (Герасимов и др., 2000), выде$
лим в формуле (1) начальные составляющие и
представим их как сумму элементарных слагае$
мых. Далее, используя алгоритмы сложения и
умножения элементарных слагаемых, найдем
формулы для рекуррентного вычисления всего
выражения (1).

Член суммы (1), имеющий порядок n, запишем
следующим образом:

где

Обозначая

получим начальные выражения

и рекуррентную формулу

(3)

Начальные выражения и рекуррентная формула
для полиномов Лежандра имеют вид (Брон$
штейн, Семендяев, 1981)

(4)

Пусть ν – истинная аномалия. С помощью
функций Бесселя  с точностью до десятой
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Таблица 1. Величина шага численного интегрирования

Автор Тип уравнений Интервал Шаг

Berger, 1977 осредненные 106 лет 1000 лет

Laskar, 1994 осредненные 1011 лет 250 лет

Standish и др., 
1998

исходные 6000 лет 0.08 суток

Quinn и др., 1991 исходные 3 × 106 лет 0.75 суток

Мельников 
и др., 2004

исходные 3 × 106 лет 0.75 суток

Кузнецов и др., 
2004

осредненные 1010 лет 1000 лет

Данная статья осредненные 50 × 106 лет 100 лет
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степени относительно параметра e выполним раз$
ложения (Дубошин, 1975):

(5)

Для функций Бесселя справедливо разложение
(Дубошин, 1975):

Начальные выражения (5) представляют собой
ряды, состоящие из элементарных слагаемых ви$
да (2).

На основе формул кеплеровского движения
(Дубошин, 1975) получим

(6)

С точностью до десятой степени относительно
параметров e и s запишем

(7)

Подставляя в (6) разложения   из (5) и
разложения (7), вычислим начальные выражения

   После этого с помощью опера$
ций умножения и сложения составим сумму

 Начальные выражения, необходимые для
проведения рекурсии по формулам (3) и (4), явля$
ются рядами, состоящими из слагаемых вида (2)
(см. табл. 2).

В формуле (1) каждый член порядка  образо$
ван произведением двух рядов, составляющих со$
ответственно функции  и  С ростом n
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число слагаемых увеличивается. Для ограничения
числа слагаемых в алгоритме использован следу$
ющий прием: с ростом n значение числа I, регули$
рующего точность вычислений, убывает. Табл. 3
содержит сведения о количестве слагаемых для
некоторых значений числа n.

Следует заметить, что начальные выражения, а
также ряды для величин   и произведе$
ния  справедливы для любой пары
планет при выполнении следующих условий: рас$
стояние одной из планет от центрального тела все$
гда меньше аналогичного расстояния другой пла$
неты, эксцентриситеты и синусы углов наклоне$
ний орбит планет являются малыми параметрами.

В результате расчетов на основе алгоритма бы$
ли получены разложения функций

для всех значений индекса от n = 0 до n = 27.
Функции являются суммами элементарных сла$
гаемых и зависят от шести кеплеровских элемен$
тов первой планеты и шести кеплеровских эле$
ментов второй планеты. Полученные ряды были
использованы при разложении пертурбационных
функций каждой из восьми больших планет Сол$
нечной системы. В следующих разделах величи$
ны без штриха и со штрихом заменены на величи$
ны с индексами i и j, индексы принимают целые
значения от 1 до 8.

ПЕРТУРБАЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ

В относительной системе отсчета (начало ко$
ординат в центре Солнца с массой ) для каждой

,nB (cos )nP Φ

(cos ),n nB P× Φ

( ) ( )1 cos
n

n
r P

r r
Φ

' '

0m

Таблица 2. Количество слагаемых в начальных выра$
жениях

I r/a a/r cosν sinν x/r y/r z/r cosΦ

4 7 8 10 9 98 98 14 162

8 21 22 26 25 462 462 42 2248

10 31 32 37 36 682 682 62 5955

Таблица 3. Количество слагаемых в разложении об$
ратного расстояния

n 2 4 6 12 16 27

I 10 8 8 6 4 4
Bn 481 250 254 110 38 38
Pn 7216 8171 14853 8572 2015 3487
Bn × Pn 13746 11318 18871 8855 2052 3487

3*
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возмущаемой планеты с номером i и массой mi

пертурбационную функцию запишем в виде

(8)

где f – гравитационная постоянная, mj – масса
возмущающей планеты, rj – расстояние от цен$
трального тела, ri < rj при i < j, Δij – расстояние
между планетами, причем j ≠ i.

Если ri < rj, то первое слагаемое в разложении
обратного расстояния (1) не принимается во вни$
мание, а второй член ряда (1) взаимно уничтожа$
ется с косвенным слагаемым в (8).

При выполнении условия rj < ri разложение об$
ратного расстояния выполняется относительно ве$
личины  косвенная часть в (8) по абсолютной
величине превосходит второе слагаемое разложе$
ния (1), а первое слагаемое ряда (1) для всех j < i учи$
тывают прибавлением к выражению 
величины  и вычитанием этой величины в
выражении (8). С учетом этого обстоятельства
промежуточный потенциал планеты с номером i в
относительной системе отсчета имеет вид:

(9)

Промежуточному потенциалу соответствует
промежуточная кеплеровская орбита. Среднее
движение  промежуточной орбиты связано с
большой полуосью ai формулой

(10)

Зависимость канонических элементов Li, Gi, Hi от
большой полуоси, эксцентриситета ei и угла на$
клонения ii орбиты определена соотношениями

(11)

Гамильтониан промежуточной орбиты Ki и част$
ная производная от этой величины по перемен$
ной действия Li имеют вид:

(12)
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∑

Промежуточная орбита характеризуется постоян$
ными значениями параметров (11) и угловых ве$
личин gi, hi. Средняя аномалия li изменяется с ча$
стотой ni.

В возмущенном движении все параметры ста$
новятся оскулирующими. Канонические уравне$
ния возмущенного движения планет для значений
индекса  принимают следующий вид:

(13)

где

(14)

В табл. 4 представлены результаты разложения
пертурбационной функции в ряды, представляю$
щие собой суммы элементарных слагаемых (2).
Буквенное разложение  получено на
основе результатов применения алгоритма, опи$
санного в предыдущем разделе. Значения возму$
щающих масс планет mj в единицах массы Солнца
и средние значения больших полуосей орбит пла$
нет ai и aj, измеряемые в астрономических едини$
цах, были использованы только для оценки ампли$
туды каждого члена ряда (14). Слагаемые, амплиту$
да которых после умножения на соответствующий
фактор превысила бы по модулю 10–16, были вклю$
чены в разложение. В табл. 4 даны число членов
ряда для всех возможных пар планет и общая сум$
ма слагаемых для каждой планеты.

ОСРЕДНЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ

При решении уравнений возмущенного дви$
жения (13) в первом приближении достаточно
выделить в каждом из рядов, полученных для пер$
турбационных функций Ri, вековые и долгопери$
одические слагаемые Fi, а оставшуюся часть, рав$
ную  проинтегрировать по времени (Лидов,
1978). Величина Fi называется осредненной пер$
турбационной функцией. Интеграл по времени
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от слагаемого (2) в силу уравнений промежуточ$
ного движения имеет вид:

(15)

Период изменения в годах для значений 
или  равен

Осредненную функцию Fi составляют слагаемые,
для которых выполняется одно из условий: значе$
ния индексов  или величина периода p
превышает 200 лет. В первом случае слагаемое на$
зывается вековым, а во втором – долгопериоди$
ческим. Предельный период для короткоперио$
дических членов, равный 200 годам, выбран так,
чтобы его значение превышало период обраще$
ния самой дальней планеты Нептун. При таком
выборе, например, члены, удовлетворяющие так
называемому большому неравенству Венеры, по$
падают в осредненный гамильтониан.

Таблица 5 содержит данные о количестве сла$
гаемых, составляющих осредненную пертурбаци$

1 2 3 4 5 6

1 4

1 2 3 4 5 6
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( ).

i i i i i iAa a e e s s
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2 .
365.25( )

p
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π

=

+ '

1 4 0j j= =

онную функцию для всех возможных пар планет,
и общую сумму слагаемых для каждой планеты.

Для каждой пары планет с точностью до деся$
того порядка относительно малых параметров
условие  выполняется для 1729 вековых
членов. Для остальных слагаемых обязательно

 и 

В случае Меркурия и Марса осредненные
функции, обусловленные возмущающим дей$
ствием других планет, содержат только вековые
слагаемые.

Для пары Венера и Земля, например, осред$
ненная возмущающая функция кроме вековых
членов содержит 26 долгопериодических слагае$
мых. В этих слагаемых значение индекса  от$
носится к планете Венера, для планеты Земля ин$
декс 

Наибольшее число долгопериодических чле$
нов для пары Юпитер и Сатурн зависит от аргу$
ментов вида  +  +  –  +  + 

Наибольшее число долгопериодических чле$
нов для пары Юпитер и Уран зависит от аргумен$
тов вида  +  +  –  +  + 

1 4 0j j= =

1 0j ≠ 4 0.j ≠

1 8j =

4 13.j = −

52l 2 5j g 3 5j h 65l 5 6j g 6 6.j h

5l 2 5j g 3 5j h 77l 5 7j g 6 7.j h

Таблица 4. Количество слагаемых в разложении пертурбационной функции

j
 i

1 2 3 4 5 6 7 8

1 – 146964 122576 87049 70757 38746 11601 6812 484505

2 150136 – 148809 126316 94843 61527 20549 12526 614706

3 122088 159592 – 147613 108398 73565 28544 16947 656747

4 90699 147152 159502 – 120412 92604 43764 25811 679944

5 20394 66375 87042 96861 – 148561 106544 78664 604441

6 13395 34196 48550 45622 159539 – 142116 111768 555186

7 11283 17881 22815 18327 125859 157375 – 148584 502124

8 10904 13932 16223 13499 108278 127433 159344 – 449613

Таблица 5. Количество слагаемых осредненной пертурбационной функции

j
i

1 2 3 4 5 6 7 8

1 – 1729 1729 1729 1729 1729 1729 1729 12103

2 1729 – 1755 1729 1729 1729 1729 1729 12129

3 1729 1755 – 1729 1729 1729 1729 1729 12129

4 1729 1729 1729 – 1729 1729 1729 1729 12103

5 1729 1729 1729 1729 – 2775 2147 1729 13567

6 1729 1729 1729 1729 2827 – 5745 3559 19047

7 1729 1729 1729 1729 2199 6169 – 8110 23394

8 1729 1729 1729 1729 1729 3767 8652 – 21064
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Наибольшее число долгопериодических чле$
нов для пары Сатурн и Уран зависит от аргумен$

тов вида  +  +  –  +  + 

Наибольшее число долгопериодических чле$
нов для пары Сатурн и Нептун зависит от аргу$

ментов вида  +  +  +  +  +  где

 или 

Индексы  и  долгопериодических слагае$
мых осредненной пертурбационной функции для
пары планет$гигантов Уран и Нептун принимают

значения  и   и  или

 и 

Величина  является функцией оскулирующих

параметров орбиты, а функция  с точностью до
первого порядка относительно малого параметра
зависит от сглаженных элементов орбиты. Сгла$
женные параметры отличаются от оскулирующих
на величину короткопериодических неравенств.
Термин “сглаженные элементы” не является об$
щепринятым. В обзоре Холшевникова и Кузне$
цова (2007) и во многих других публикациях было
использовано название “средние элементы” ор$
биты. Определение “сглаженные” в данной статье
подчеркивает тот факт, что осредненные возмуща$
ющие функции кроме вековых членов содержат
долгопериодические слагаемые, обусловленные
соизмеримостями средних движений планет$ги$
гантов, а также пары планета Венера и планета
Земля.

Заменим в (13)  на  а оскулирующие эле$
менты орбиты на сглаженные, тогда уравнения в
первом приближении сохраняют каноническую
форму (Лидов, 1978). Численное интегрирование
осредненных уравнений позволяет получить эво$
люцию сглаженных параметров движения.

Эксцентриситеты и углы наклонения орбит
некоторых планет могут достигать очень малых
значений (Brouwer, van Woerkom, 1950). По этой
причине численное интегрирование осреднен$
ных уравнений движения следует выполнять на
основе несингулярных параметров движения:

(16)

6l 2 6j g 3 6j h 73l 5 7j g 6 7.j h
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Осредненные уравнения движения, записан$
ные с помощью несингулярных элементов, име$
ют следующий вид:

(17)

где

(18)

(19)

По свойству характеристик Даламбера, прису$
щих рядам, представляющих возмущающую
функцию (Холшевников, Кузнецов, 2007), суммы
слагаемых в круглых скобках двух равенств (18) со$
держат, по крайней мере, первые степени малых
величин  и  соответственно. Для малых число$
вых значений эксцентриситета орбиты  и пара$
метра  суммы двух слагаемых в круглых скобках
в формулах (19) пропорциональны соответствен$

но  и  Отсюда следует вывод, что правые части
осредненных дифференциальных уравнений дви$
жения (17) при малых значениях параметров  и 
не содержат вычислительных особенностей.

,
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Переход от несингулярных параметров движе$
ния (16) к кеплеровским элементам выполняется
по формулам

(20)

КОРОТКОПЕРИОДИЧЕСКИЕ 
НЕРАВЕНСТВА

Величина

(21)

называется функцией преобразования для вы$
числения короткопериодических неравенств по
формулам

Во избежание вычислительных особенностей,
как и в случае дифференциальных уравнений
движения, следует использовать несингулярные
элементы (16). Формулы для расчета короткопе$
риодических возмущений несингулярных пара$
метров аналогичны выражениям (17), (18) и (19), в
которых функция  заменена величиной  а вме$
сто оператора вычисления обыкновенных произ$
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водных по времени поставлен символ Δ для обо$
значения вариации соответствующего параметра:

(22)

В результате интегрирования по времени (15) в
функцию преобразования (21) входит среднее
движение  частная производная по переменной 
имеет вид:

Оскулирующие элементы получаются в результате
суммирования сглаженных параметров, определя$
емых путем численного интегрирования осред$
ненных уравнений (17), и короткопериодических
вариаций.
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Таблица 6. Максимальные оценки относительных ошибок по положению

Меркурий Венера Земля Марс Юпитер Сатурн Уран Нептун

1.23° 0.12° 0.06° 0.15° 0.37° 0.98° 0.33° 0.06°

Таблица 7. Границы изменения значений больших полуосей орбит

Значение Венера Земля Юпитер Сатурн Уран Нептун

Минимальное
Максимальное

0.723328
0.723331

0.999996
1.000001

5.202207
5.202935

9.541492
9.549862

19.178549
19.208278

30.056335
30.093509
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Начальные условия для численного интегри$
рования осредненных уравнений движения были
получены с помощью данных эфемериды
DE406/LE406 (Standish и др., 1998). На момент
1721423.5 юлианских дней (полночь 1 января 1 го$
да нашей эры) значения барицентрических коор$
динат и скоростей семи больших планет, Солнца
и центра масс Земля–Луна, заданные в системе
стандартного экватора эпохи J2000.0, были пре$
образованы в оскулирующие кеплеровские эле$
менты орбиты. Оскулирующие элементы вычис$
лены в гелиоцентрической эклиптической систе$
ме отсчета. Положения эклиптики и точки
весеннего равноденствия соответствуют опорной
системе отсчета J2000.0.

С помощью соотношений (22) оскулирующие
элементы были преобразованы в совокупность
сглаженных параметров. Сглаженные параметры
послужили начальными условиями для численно$
го интегрирования осредненных уравнений дви$
жения – системы 48 дифференциальных уравне$
ний первого порядка (выражения (17), (18), (19)).

Численное интегрирование было выполнено
методом Эверхарта 15 порядка (Everhart, 1974).
Был выбран постоянный шаг интегрирования,
равный 100 годам. Использование меньшего шага
приводило к увеличению времени расчетов, а
оценки сглаженных элементов орбит планет с точ$
ностью до 15 знаков после запятой были равны
этим же величинам, вычисленным с шагом 100 лет.

На интервале времени от –3000 лет до +3000 лет
для каждой планеты было выполнено сравнение с
данными численной эфемериды DE406.

На выбранные моменты времени из указанно$
го интервала вычислялись сглаженные элементы
орбиты. На основе этих параметров вначале опре$
делялись гелиоцентрические эклиптические коор$
динаты планет, а затем барицентрические эквато$
риальные координаты. Далее на каждый момент
времени были найдены ошибки по положению.
Таким термином здесь обозначен корень квадрат$
ный из суммы квадратов отклонений вычислен$
ных координат от эфемеридных данных. Относи$
тельная ошибка образована делением получен$
ных значений на величины гелиоцентрических
расстояний. Оценки максимальных относитель$
ных ошибок по положению в градусах представ$
лены в табл. 6.

Численное интегрирование осредненных
уравнений движения в гелиоцентрической эк$
липтической системе отсчета было выполнено на
интервале времени от момента 1721423.5, выра$
женного в юлианских днях, на 25 млн. лет назад и
на 25 млн. лет вперед.

В табл. 7 представлены границы изменения
сглаженных значений больших полуосей орбит
планет на всем интервале численного интегриро$
вания – 50 млн. лет. Единицей измерения являет$
ся астрономическая единица (а. е.).

Как уже отмечалось, осредненные пертурба$
ционные функции для планеты Меркурий и пла$
неты Марс содержат только вековые члены. Для
этих объектов индекс  и, как следствие,
функция  не зависят от средней аномалии  а
функция  не зависит от средней аномалии 
Сглаженные значения больших полуосей Мерку$
рия  и Марса  в предлагаемом решении явля$
ются постоянными величинами.

1 0j =

1F 1,l

4F 4.l

1a 4a

Таблица 8. Границы изменения значений элементов орбит внутренних планет

Элемент Значение Меркурий Венера Земля Марс

Эксцентриситет Минимальное
Максимальное

0.130883
0.285934

0.000005
0.072001

0.000023
0.062228

0.000606
0.126020

Угол наклонения, 
град

Минимальное
Максимальное

0.00494
11.82557

0.00100
4.93901

0.00012
4.41871

0.00230
8.87049

Таблица 9. Границы изменения значений элементов орбит планет$гигантов

Элемент Значение Юпитер Сатурн Уран Нептун

Эксцентриситет Минимальное
Максимальное

0.022529
0.060839

0.012704
0.085422

0.018582
0.100239

0.000008
0.020141

Угол наклонения, 
град

Минимальное
Максимальное

1.09158
2.06279

0.52720
2.63089

0.07977
3.10761

0.74609
2.41635

Долгота восходя$
щего узла, град

Минимальное
Максимальное

116.3
152.1

92.3
175.9

63.7
204.9

101.6
166.3
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В табл. 8 и 9 представлены границы изменения
сглаженных значений эксцентриситетов и углов
наклонений орбит внутренних планет и планет$
гигантов на всем интервале численного интегри$
рования – 50 млн. лет.

Исходные тексты вычислительных процедур,
выполняемые модули программ, текстовые набо$
ры данных и результаты вычислений в графиче$
ском виде представлены на Интернет$ресурсе
(URL: http://vadimchazov.narod.ru/secequat.htm).

Все вычисления были выполнены с помощью
компилятора Free Pascal, находящегося в свобод$
ном доступе (URL: http://www.freepascal.org).

Автор благодарен участникам и гостям семи$
нара по небесной механике ГАИШ МГУ за мно$
голетнее внимательное отношение к его докладам
на заседаниях.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

Анолик М.В., Красинский Г.А., Пиус Л.Ю. Тригономет$
рическая теория вековых возмущений больших
планет // Тр. ИТА АН СССР. 1969. Вып. 4. С. 3–47.

Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по мате$
матике. М.: Наука, 1981. 720 с.

Брумберг В.А. Аналитические алгоритмы небесной ме$
ханики. М.: Наука, 1980. 206 с.

Вашковьяк М.А. Численно$аналитический метод ис$
следования эволюции орбит далеких спутников
планет // Письма в Астрон. журн. 2005. Т. 31. № 1.
С. 66–75.

Вашковьяк М.А., Тесленко Н.М. Эволюционные харак$
теристики орбит внешних спутников Юпитера //
Астрон. вестн. 2008а. Т. 42. № 4. С. 301–316. (Vash-
kov’yak M.A., Teslenko N.M. Evolution characteristics
of Jupiter’s outer satellites orbits // Sol. Syst. Res.
2008. V. 42. № 4. P. 291–295.)

Вашковьяк М.А., Тесленко Н.М. Эволюционные харак$
теристики орбит внешних спутников Сатурна,
Урана и Нептуна // Астрон. вестн. 2008б. Т. 42. № 6.
С. 521–537. (Vashkov’yak M.A., Teslenko N.M. Evolu-
tionary characteristics of the orbits of outer Saturnian,
Uranian, and Neptunian satellites // Sol. Syst. Res.
2008. V. 42. № 6. P. 488–504.)

Герасимов И.А., Чазов В.В., Рыхлова Л.В., Тагаева Д.А.
Построение теории движения тел Солнечной си$
стемы, основанной на универсальном методе вы$
числения возмущающей функции // Астрон.
вестн. 2000. Т. 34. № 6. С. 559–566. (Gerasimov I.A.,
Chazov V.V., Rykhlova L.V., Tagaeva D.A. Construction
of the theory of motion for Solar-System bodies based on
a universal method for perturbative function calculation //
Sol. Syst. Res. 2000. V. 34. № 6. P. 509–516.)

Дубошин Г.Н. Небесная механика. Основные задачи и
методы. М.: Наука, 1975. 576 с.

Ипатов С.И. Изменения элементов орбит планет // Аст$
рон. вестн. 2000. Т. 34. № 3. С. 195–201. (Ipatov S.I.
Variations in orbital elements of planets // Sol. Syst.
Res. 2000. V. 34. № 3. P. 179–185.)

Кузнецов Э.Д., Холшевников К.В. Разложение гамильто$
ниана двупланетной задачи в ряд Пуассона по всем

элементам: применение пуассоновского процес$
сора // Астрон. вестн. 2004. Т. 38. № 2. С. 171–179.
(Kuznetsov E.D., Kholshevnikov K.V. Expansion of the
Hamiltonian of the two-planetary problem into the
Poisson series in all elements: Application of the Pois-
son series processor // Sol. Syst. Res. 2004. V. 38. № 2.
P. 147–154.)

Кузнецов Э.Д., Холшевников К.В. Динамическая эволю$
ция слабовозмущенной двупланетной системы на
космогоническом интервале времени: система
Солнце–Юпитер–Сатурн // Астрон. вестн. 2006.
Т. 40. № 3. С. 263–275. (Kuznetsov E.D., Kholshevnik>
ov K.V. Dynamical evolution of weakly disturbed two-
planetary system on cosmogonic time scales: The
Sun–Jupiter–Saturn system // Sol. Syst. Res. 2006.
V. 40. № 3. P. 239–250.)

Лидов М.Л. Полуаналитические методы расчета дви$
жения спутников // Тр. ИТА АН СССР. 1978. Т. 17.
С. 54–61.

Мельников В.П., Смульский И.И. Астрономические
факторы воздействия на атмосферу Земли и про$
блемы их исследования // Криосфера Земли. 2004.
Т. 8. № 1. С. 3–14.

Питьева Е.В. Высокоточные эфемериды планет EPM
и определение некоторых астрономических посто$
янных // Астрон. вестн. 2005. Т. 39. № 3. С. 202–
213. (Pitjeva E.V. High�precision ephemerides of plan�
ets – EPM and determination of some astronomical con�
stants // Sol. Syst. Res. 2005. V. 39. № 3. P. 176–186.)

Холшевников К.В., Кузнецов Э.Д. Обзор работ по орби$
тальной эволюции больших планет Солнечной си$
стемы // Астрон. вестн. 2007. Т. 41. № 4. С. 291–329.
(Kholshevnikov K.V., Kuznetsov E.D. Review of the
works on the orbital evolution of Solar System major
planets // Sol. Syst. Res. 2007. V. 41. № 4. P. 265–300.)

Berger A. Long$term variations of the Earth’s orbital ele$
ments // Celest. Mech. 1977. V. 15. P. 53–74.

Brouwer D., van Woerkom A.G. The secular variations of the
orbital elements of the principal Planets // Astron. Pa$
pers. 1950. V. 13. P. 81–107.

Cohen G.J., Hubbard E.C., Oesterwinter C. Planetary ele$
ments for 10000000 years // Celest. Mech. 1973. V. 7.
P. 438–448.

Everhart E. Implicit single$sequence methods for integrat$
ing orbits // Celest. Mech. 1974. V. 10. P. 35–56.

Lagrange G. Ouevres. Paris, 1870. V. 5. 720 p.

Laskar J. The chaotic motion of the Solar system: A numer$
ical estimate of the size of the chaotic zones // Icarus.
1990. V. 88. № 2. P. 266–291.

Laskar J. Large$scale chaos in the Solar system // Astron.
and Astrophys. 1994. V. 287. № 1. P. L9–L12.

Laskar J. Large$scale chaos in the spacing of the inner plan$
ets // Astron. and Astrophys. 1997. V. 317. № 2. P. L75–
L78.

Quinn T.R., Tremaine S., Duncan M. A three million year
integration of the Earth’s orbit // Astron. J. 1991.
V. 101. P. 2287–2305.

Standish E.M., Newhall X.X., Williams J.G., Folkner W.F.
JPL Planetary and Lunar Ephemerides, DE405/LE405.
JPL Inter office Memorandum. 1998. № 312. F$98$
048. P. 1–18.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 149
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 149
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 599
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


